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پـاي تـختـه 
 

محرم  نژاد ايردموسي*

آموزشى

اشاره
«پـاي تخته» عنوان بخش ثابتـي در «فصل نامة 
برهان» اسـت كـه از دو بخش داخلي مسـئله ها 
و راه حل ها تشـكيل شده اسـت. در هر شماره از 
فصل نامه، 20 مسـئله جديد مطرح مي شـود كه 
همـة خواننـدگان را به چالش مي طلبـد. توصيه 
مي كنيم كـه به طور فعال به حـل آن ها بپردازيد 
و راه حل هاي خـود را براي انعكاس در فصل نامه، 
برايمان بفرسـتيد تا با نام خودتان در شماره هاي 
بعد چـاپ شـود. از طراحان مسـائل رياضي نيز 
مي خواهيم كه مسـائل جديد خـود را براي طرح 
در بخـش مسـئله ها برايمـان بفرسـتند. توجه 
داشـته باشيد كه مسائل جديد بايد همراه با حل 
(يـا راه حل هاي) آن ها و در صـورت امكان با ذكر 

مأخذ باشد.
مسـائل و راه حل هاي خـود را مي توانيد يا از 
طريق پسـتي (به آدرس فصل نامه) و يا از طريق 
پسـت الكترونيكي، برايمان بفرستيد كه طريقة 
دوم سـريع تر و بهتر خواهد بـود. در صورتي كه 
خواستيد از طريق پست الكترونيكي اقدام كنيد، 
صفحات نوشته هاي خود را اسكن (با وضوح حداقل 
dpi 150) و يا تايپ كنيد و بفرستيد. در پايان هر 
سال اسامي نفرات برتر در فصل نامه درج خواهد 
شـد و به بهترين ها جوايز نفيسـي اهدا مي شود. 
نكتـة آخـر اينكـه در چند شـمارة اول، سـهم 
مسـئله ها بيشـتر اسـت و با دريافت پاسخ هاي 
شـما، بخش راه حل هـا به تدريـج پربارتر خواهد 

شد. منتظر راه حل هاي ارسالي شما هستيم.

 بخش اول: مسئله ها
41. همة زوج اعداد حقيقي (a,b) را بيابيد، به طوري كه:  
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42. مركز دايرة محاطي مثلث ABC از متوازي الاضلاع 
ــت كنيد  ــت. ثاب ــع اس ــر BD واق ABCD روي قط

ABCD لوزي است.
 A6A2 و A5A1 ،A4A6 ،A3A5 ،A2A4 ،A1A3 42. قطرهاي
ــش ضلعي A1A2 A3A4 A5A6، يكديگر را قطع  از ش
 B1B2 B3B4 B5B6 ــش ضلعي منتظم مي كنند تا ش
ــد A1A2 A3A4 A5A6 نيز  ــت كني ــود. ثاب حاصل ش

منتظم است.
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44. در مثلث ABC با طول اضلاع 
 اگر و تنها 
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، ثابت كنيد: 
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اگر: 
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ــم يكان عدد  45. رق
را بيابيد.

ــوري كه  ــد، به ط ــي n را بيابي ــداد طبيع ــة اع 46. هم
n مربع كامل باشد.
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47. در چهارضلعي ABCD، داريم: 
ــت  ــوب اس . مطل
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و 
اندازة زواياي چهارضلعي.

 ،CD و AB ــدة ــر ذوزنقة ABCD با دو قاع 48. دو قط
ــد. ثابت كنيد  ــر را در نقطة P قطع مي كنن يكديگ
مجموع مساحت دو مثلث PAB و PCD از مجموع 

مساحت دو مثلث PBC و PDA بيشتر است.
49. نامساوي زير را ثابت كنيد: 
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50. يك 1392- ضلعي به تعدادي مثلث افراز شده است. 
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    دورۀ آموزش متوسطه۲

پـاي تـختـه 
حداقل تعداد مثلث ها را بيابيد. 

ــلاع c ، b ، a و d و  ــر چهار ضلعي با طول اض ــراي ه 51. ب
مساحت S ثابت كنيد: 
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نامساوي براي كدام چهارضلعي ها به تساوي تبديل خواهد 
شد؟

ــرگاه  ــم، ه ــي مي نامي ــي M را جادوي ــدد طبيع 52. ع
حاصل ضرب ارقام آن با مجموع ارقام آن برابر باشد.
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الف) ثابت كنيد براي هر 
جادويي وجود دارد.

ب) ثابت كنيد بي شمار عدد طبيعي جادويي وجود دارد.
ــرض m و n به مربعات واحد  ــتطيلي با طول و ع 53. مس
، به طوري كه مجموع 

n

a b

(a b )(a b ) a b

BC a

C A b

A B c

A BC

a b b c a b c

S ...

A D BD C D

A DB DC A BA C

...

a b c d S

n , ,...,

m,n N

x

y

y

z

°

+ =

+ + = +

=

=

=

∠ =

+ =
+ + + +
= + + + +

+ + +

= =

∠ = ∠ = ∠

+ + +
< + + + < +

− − −
+ + + ≥
=
∈

2 2 3 3 4 4

1 2 3 2011

2 3

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

1

60
1 1 3

1 2 3 2011
1 2 3 4

2 1 3 1 2010 1 12010 2010
22 1 3 1 2010 1

4
1 2 10

z

x

(x ) (y )

x y

S ...
! ! ! ! ! !

... k ... (k ) ...

n (n )...(n k)
n (n )(n )...(n k )

k

X { , ,...,n}

X { , }

x

x
x

x
x

x

/

{x} x [x ]

x [x ]{x}

{

+ + − =

+

= + + +

× × × + × × × + +
+ +

+ + + + − =
+

=
−

− +

− + =

=

+ =
= +

2 2 2

2 2

5 12 14

1 1 1
1 1391 3 1389 1391 1

1 2 2 3 1
11 2 1

1
1 2
1 2

2

270 6
2

270 6 90
2

360
11

32 72
2

2 x} [x ]

{x}

{x} [x ]

{x} [x ]

x

x /

{x}.x [x ]

x [x ]

[x ] {x}.x [x ]

[x ] [x ]

[x ]

x (x )

x

x

=
≤ <

= =
= =

=
=

=
< +

= < +

< +
=
− =

≤ <

+
=

2

2

2

0 1
2 0
2 1

0
1 5

1
1

1
1
1 1

1 2
1 5

2

ــت و  افراز شده اس
ــاحت مربعات واحدي كه مجاور اضلاع مستطيل  مس
هستند، برابر است با نصف مساحت مستطيل. مقادير 

طبيعي m و n را بيابيد.
ــاي زواياي يك مثلث  ــد y، x و z اندازه ه 54. فرض كني

برحسب درجه باشند. ثابت كنيد: 

 z و y، x اعدادي گويا باشند، آن گاه 
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الف) اگر 
نيز گويا هستند.

 y، گويا باشد، آن گاه 
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ب) اگر تنها يكي از اعداد 
x و z گنگ هستند.

ــه 10 كلاس وجود دارد. هر دانش آموز  55. در يك مدرس
ــك دانش آموز از هريك از 9  ــك كلاس دقيقاً با ي از ي
كلاس ديگر آشناست. ثابت كنيد تعداد دانش آموزان 

كلاس ها يكسان است. 
56. مستطيل L را مي توان به 200 مربع يكسان افراز كرد. 
همچنين مي توان L را به 288 مربع يكسان افراز كرد. 
ــان افراز  ــت كنيد L را مي توان به 392 مربع يكس ثاب

كرد.
57. ثابت كنيد مجموع هر سه عدد طبيعي متوالي، عددي 

است كه مجموع مكعبات آن سه عدد را مي شمارد.
ــه:  ــوري  ك ــتند، به ط ــي هس ــدد حقيق x .58 و y دو ع
ــدار  مق ــن  كمتري  .
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 را بيابيد.
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59. حاصل عبارت 
را به دست آوريد.

k .60 و n دو عدد طبيعي هستند. ثابت كنيد:
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 بخش دوم: راه حل ها
 مفروض است.
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1. مجموعة 
الف) X چند زيرمجموعه با تعداد اعضاي زوج و مجموع 

اعضاي زوج دارد؟
ب) X چند زيرمجموعه با تعداد اعضاي زوج و 
مجموع اعضاي فرد دارد؟ (اين مسئله دو قسمت 

ديگر نيز دارد. آن ها را طرح و حل كنيد.)
راه حل: 

ــن  چني ــكيل  تش ــراي  ب ــف)  ال
ــك  ي ــدا  ابت ــه اي،  زيرمجموع
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زيرمجموعة دلخواه از 
  2(n-2) ــه (ب ــاب مي كنيم  انتخ
ــه  ــا توج ــپس ب ــق). س طري
ــا و مجموع  ــداد اعض ــه تع ب
زيرمجموعه،  ــن  اي ــاي  اعض
ــت دو عدد 1  ــارة عضوي درب
ــه  زيرمجموع ــن  اي در   2 و 
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ــر تعداد اعضا و مجموع اعضاي  تصميم مي گيريم. اگ
ــة انتخابي هر دو فرد بودند، تنها عدد 1 را  زيرمجموع
ــرايط مطلوب  به زيرمجموعه اضافه مي كنيم تا به ش
ــيم. اگر تعداد اعضا فرد و مجموع اعضا زوج بود،  برس
ــه زيرمجموعه اضافه مي كنيم و... در  تنها عدد 2 را ب
ــت با:  نتيجه تعداد زيرمجموعه هاي مطلوب برابر اس

2(n-2)

ب) به طريق مشابه ثابت مي شود كه تعداد زيرمجموعه هاي 
.2(n-2) :خواسته شده برابر است با

ــمت ديگر كه به طريق مشابه مي توان آن ها را حل  دو قس
كرد چنين هستند: 

ــاي فرد و مجموع  ــد زيرمجموعه با تعداد اعض ج) X چن
اعضاي زوج دارد؟

ــداد اعضا و مجموع اعضاي  ــد زيرمجموعه با تع د) X چن
فرد دارد؟

2. در ساعت 9 صبح، عقربه هاي ساعت زاوية 90 درجه با 
ــازند. بعد از ساعت 9، اولين زماني را مشخص  هم مي س
كنيد كه مجدداً دو عقربه زاوية 90 درجه با هم مي سازند.

ــاعت 9، مجدداً اين  راه حل: فرض كنيد x دقيقه بعد از س
اتفاق بيفتد. در اين x دقيقه، عقربة دقيقه شمار 6x درجه و عقربة 
 درجه را طي كرده اند. بنابراين زاوية بين آن ها 
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كه نتيجه مي دهد: 
دقيقه، مجدداً زاوية بين دو عقربه قائمه خواهد شد.

3. عدد حقيقي x را بيابيد، به طوري كه جزء اعشاري، جزء 
صحيح و خود عدد

الف) سه جملة متوالي يك تصاعد حسابي باشند.
ب) سه جملة متوالي يك تصاعد هندسي باشند.
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الف) بايد داشته باشيم: 
همان جزء اعشاري x و [x] همان جزء صحيح عدد است. 
. اما 
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ــه چون:  در نتيج
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 و تنها دو حالت 
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مي دانيم: 
 

n

a b

(a b )(a b ) a b

BC a

C A b

A B c

A BC

a b b c a b c

S ...

A D BD C D

A DB DC A BA C

...

a b c d S

n , ,...,

m,n N

x

y

y

z

°

+ =

+ + = +

=

=

=

∠ =

+ =
+ + + +
= + + + +

+ + +

= =

∠ = ∠ = ∠

+ + +
< + + + < +

− − −
+ + + ≥
=
∈

2 2 3 3 4 4

1 2 3 2011

2 3

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

1

60
1 1 3

1 2 3 2011
1 2 3 4

2 1 3 1 2010 1 12010 2010
22 1 3 1 2010 1

4
1 2 10

z

x

(x ) (y )

x y

S ...
! ! ! ! ! !

... k ... (k ) ...

n (n )...(n k)
n (n )(n )...(n k )

k

X { , ,...,n}

X { , }

x

x
x

x
x

x

/

{x} x [x ]

x [x ]{x}

{

+ + − =

+

= + + +

× × × + × × × + +
+ +

+ + + + − =
+

=
−

− +

− + =

=

+ =
= +

2 2 2

2 2

5 12 14

1 1 1
1 1391 3 1389 1391 1

1 2 2 3 1
11 2 1

1
1 2
1 2

2

270 6
2

270 6 90
2

360
11

32 72
2

2 x} [x ]

{x}

{x} [x ]

{x} [x ]

x

x /

{x}.x [x ]

x [x ]

[x ] {x}.x [x ]

[x ] [x ]

[x ]

x (x )

x

x

=
≤ <

= =
= =

=
=

=
< +

= < +

< +
=
− =

≤ <

+
=

2

2

2

0 1
2 0
2 1

0
1 5

1
1

1
1
1 1

1 2
1 5

2

 نتيجه خواهد شد. بنابراين: 
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ب) بايد داشته باشيم: 
. اما چون 
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. در نتيجه: 
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و
ــل قبول در  ــت،  تنها مقدار قاب ــددي صحيح اس [x] ع
 است. در نتيجه 
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نامساوي 
. با حل 
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ــته باشيم:  بايد داش

 مي رسيم.
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اين معادلة درجه دوم به مقدار 

4. اعداد طبيعي را به طور مارپيچ مطابق شكل روي صفحه 
ــبت به عدد 1  ــدد 1392 را نس ــته ايم. موقعيت ع نوش

مشخص كنيد.
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راه حل: با دنبال كردن الگو خواهيم ديد كه مربع اعداد فرد 
به صورت قطري قرار مي گيرند. بزرگ ترين مربع عدد فرد كه از 
1392 كوچك تر است، 372=1369 است. بنابراين اگر عدد 1 
را در مبدأ مختصات فرض كنيم، عدد 1369 در نقطة (18,18) 
ــود. در نتيجه عدد 1370 در نقطة (19,18)، عدد  واقع مي ش
1371 در نقطة (19,17)، ...، و عدد 1392 در نقطة (4- ,19) 

واقع مي شود.
ــي را مربع مي ناميم، هرگاه  ــداد طبيع 5. زوج (x,y) از اع
x+y و x.y هر دو مربع كامل باشند (مانند 20 و 5). ثابت 
كنيد هيچ مربعي موجود نيست كه يكي از مؤلفه هايش 

3 باشد.
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ــد. در نتيجه:  ــرض كنيد (y,3) يك مربع باش ف
 .
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. در نتيجه: 
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ــا،  كه در آن ه
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ــاوي نتيجه مي شود كه b بايد مضرب 3 باشد. پس  از اين تس
 و در معادله جاي گذاري مي كنيم. 
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ــم:  فرض مي كني
ــود كه  ــاوي نتيجه مي ش . از اين تس
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در نتيجه: 
 و 
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ــن فرض مي كنيم:  ــد. بنابراي a بايد مضرب 3 باش
 .
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ــم. در نتيجه:  ــه جاي گذاري مي كني در معادل
. از طرف ديگر مي دانيم مربع هر عدد 
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بنابراين: 
صحيح يا به فرم 3k است و يا به فرم 3k+1 و هيچ وقت به فرم 
 نمي تواند 
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ــا 3k-1) نخواهد بود. (چرا؟) در نتيجه  3k+2 (ي
 برابر باشد و تناقض است. اين تناقض نشان مي دهد 
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با 
(y,3) نمي تواند مربع باشد.
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 مي رسيم كه دو جواب دارد: 
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، آن گاه: 
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. در حالت دوم، اگر 
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با جاي گذاري در معادلة دوم به معادلة 
 براي مقدار y به دست مي آيد. 
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مي رسيم و سه جواب 
در نتيجه جواب هاي دستگاه عبارت اند از: (1,2)، (2 ,3-)، (3,1)، 

 .
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(1-,1) و 

C در داخل مثلث قائم الزاويه اي  7. مطابق شكل، نيم دايرة́ 
ــعاع  ــت. ش ــده اس با طول اضلاع b ، a و c محاط ش

نيم دايره را برحسب b ، a و c به دست آوريد.
راه حل: مركز نيم دايره را O و نقطة تماس نيم دايره با ضلع 
ــل مي كنيم. چون:  ــه D و A وص ــم. O را ب AB را D مي نامي
، در نتيجه نقطة O روي نيم ساز زاوية A واقع 
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. حال رابطة فيثاغورث را در مثلث 
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است و در نتيجه: 
. پس از 
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ــيم. داريم:  ODB مي نويس

.
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ساده كردن خواهيم داشت: 

شكل 1

8. ثابت كنيد يك مربع 5×5 را مي توان با سه مربع 4×4 
پوشاند. 

راه حل: مربع SABC به ضلع 4 را مطابق شكل 2 طوري 
روي مربع SPQR به ضلع 5 قرار مي دهيم كه طول AP برابر 
 PBX و SAP ــابه دو مثلث ــد. از تش 3 و طول PB برابر 1 باش
. مربع دوم به ضلع 4 را مطابق 
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مي توان نتيجه گرفت: 
ــابه در صفحه قرار مي دهيم. با توجه  ــكل 3 و به طريق مش ش
QB هر دو طولي برابر 3/75 دارند، به راحتي  ــه اينكه QB و́  ب

TBQB را با مربع سوم پوشاند (چرا؟). مي توان چهارضلعي́ 
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ــا فرض 9. ب

 را بيابيد.
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حاصل 
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راه حل:                
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در نتيجه: 
10. دو مثلث متساوي الاضلاع ABC و CDE در يك طرف 
ــتند. اگر AC ، BE را در K و  ــت BCD هس خط راس
 BD و KL ــع كند، ثابت كنيد CE ، DA را در L قط

موازي اند.
ــه:  ، در نتيج
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ــون  راه حـل: چ
ــون  چ  .
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ــن:  بنابراي  .
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 BCE و ACD در نتيجه دو مثلث ،
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 و 
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 و در نتيجه دو مثلث 
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همنهشتند. پس: 
 كه نشان 
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ــتند. در نتيجه  ACL و BCK همنهش
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∠ = 60 مي دهد، مثلث CKL متساوي الاضلاع است و 
 KL و BC توازي ،CKL و BCK در نتيجه از تساوي دو زاوية .

نتيجه مي شود.
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